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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

Vergleich eines Stichprobenmittelwertes mit einem

Populationsmittelwert
L ernhinweise

Lernziele

« Siekennen die theoretischen Grundlagen zur Durchfiihrung eines parametrischen Priifverfahrens zum
Mittelwertvergleich.
«  Siekennen das Prufverfahren fir "grosse” und fur kleine " Stichproben" und kennen die Unterschiede.

« Siekonnen ein Beispiel zum Mittelwertvergleich (Stichprobe - Population) 16sen.

Sie werden diesen Lernschritt mit Erfolg und in ca. 90 Minuten bearbeiten, wenn Sie die in lhrem Curriculum
vorgesehenen Vorbereitungstexte durchgearbeitet haben.

Hinweise auf Vertiefungsmdoglichkeiten

Am Ende einzelner Bildschirmseiten erhaten Sie Vorschldge, wie Sie den Inhalt vertiefen kdnnen (nur
beim Prifverfahren fir "grosse" Stichproben). Es wird zwischen Einzel- und Gruppenarbeit unterschieden.
Auf der jeweils folgenden Theorie- oder Beispielseite wird die L6sung angegeben. Die Bearbeitung der
Vertiefungsvorschldge st freiwillig.

Zuséatzliches Arbeitsmaterial: Wer beabsichtigt, diese Vertiefungsvorschlége zu bearbeiten, bendtigt
zusétzlich Notizpapier und Schreibzeug.

Einfihrung

Der vorliegende L ernschritt beschaftigt sich mit der Frage, ob eine Stichprobe 1 aus einer Population 1 stammt,
die hinsichtlich des arithmetischen Mittelwertes mit einer bekannten Population identisch ist. Im ersten Teil
beschaftigen wir uns mit "grossen”, im zweiten Teil mit "kleinen" Stichproben. Der Lernschritt erldutert
einerseits die theoretischen Grundlagen, andererseits kénnen Sie mitverfolgen, wie ein Beispiel exemplarisch
gelost wird.

Theorie (1-13)

Inhaltstiber sicht

o 1. Inhaltliche Fragestellung

o 2. Statistisch bearbeitbare Fragestellung

« 3. Arbeitshypothese und Alternativhypothese

o 4. Prufgrosse und Prifverteilung

« 5. Einordnung der Priifgrosse in die Prifverteilung

. 6. Transformation der Prifgrosse Ubertretenswahrscheinlichkeit

« 7. Beurteilung der Ubertretungswahrscheinlichkeit und Interpretation
o 8. Zusammenfassung

o 9. Hinweis zum Prifverfahren fir kleine Stichproben
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o 10. Inhdltliche und statistisch bearbeitbare Fragestellung

o 11 Prifgrosse, Arbeitshyptothese und Priifverteilung

o 12 Transformation der Prifgrésse in die tabellierte t-Verteilung
o 13. Zusammenfassung zum Lernschrit

1. Inhaltliche Fragestellung

Im Rahmen einer empirischen Untersuchung haben Sie in einer Stichprobe ein Merkmal erhoben. Dieses ist
intervall- oder proportionalskaliert, das heisst, die Differenzen zwischen den einzelnen Auspragungsgraden
sind gleich gross, sie sind aquidistant. Besteht zudem ein absoluter Nullpunkt, so liegen proportionalskalierte
Daten vor.

Die Personen lhrer Stichprobe wurden z. B. mit einer neuen Methode unterrichtet oder mit einem neuen
Medikament behandelt. Im vorliegenden Fall gibt es nur eine Stichprobe, wir nennen sie die Stichprobe 1.
Sie stellen die Frage, ob Ihre Stichprobe 1 mit n Versuchspersonen und mit den beiden V erteilungskennwerten

1
und
51

, hinsichtlich des Mittelwertes aus der bekannten Population O mit den Parametern

Juu ek 7

stammt.

Zum jetzigen Zeitpunkt wird eine positive oder negative Differenz zwischen den Mittelwerten nicht beachtet,
wir prifen also zweiseitig.

Die inhaltiche Fragestellung kénnte man graphisch so darstellen:

Dieses Element (Animation, Video etc.) kann in der PDF version nicht dargestellt werden und ist
nur in der online Version sichtbar. [link]

Die Fragestellung und die Skizze stimmen so im Alltag. Aus statistischer Sicht sind nun aber weder die Frage
noch die Graphik korrekt. Zudem kann die Fragestellung mit statistischen Mitteln so nicht bearbeitet werden.

Vorschléage zur Vertiefung

o Einzelarbeit: Formulieren Sie die Frage so, dass sie statistisch bearbeitbar ist und erstellen Sie dazu
eine Skizze.

«  Gruppenarbeit: Diskutieren Sie, wie die Frage verandert werden muss, damit sie stati stisch bearbeitbar
ist. Eine Person erstellt eine entsprechende Skizze, eine zweite Person beschriftet sie.

. DieAntwort auf den Vertiefungsvorschlag finden Sie auf der néchsten "Theorieseite”.
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2. Statistisch bear beitbare Fragestellung

. DieFragekann so nicht gestellt werden. Sieist inhaltlich nicht korrekt und statistisch nicht bearbeitbar.
Die Stichprobe 1 stammt offensichtlich nicht aus der bekannten Population 0, da sie bekanntermassen
mit einer anderen Methode unterrichtet oder mit einem anderen Medikament behandelt wurde.

o Esinteressiert, ob die Personen aus der Stichprobe 1 durchschnittlich ebenso gute L eistungen erbringen
oder Messwerte aufweisen, wie digjenigen der Population 0.

. Die statistisch bearbeitbare Frage lautet: Stammt die Stichprobe 1 aus einer Population 1, die
hinsichtlich des Mittelwertes mit der Population O identisch ist.

Dieses Element (Animation, Video etc.) kann in der PDF version nicht dargestellt werden und ist
nur in der online Version sichtbar. [link]

3. Arbeitshypothese und Alter nativhypothese

Damit Sie die Frage statistisch weiter bearbeiten kdnnen, brauchen Sie zunéachst eine Arbeitshypothese. Ich
schlage Ihnen die Nullhypothese Hg vor. Formalisiert lautet sie:

Hyten = 14
. Die Nullhypothese postuliert, dass sich die Mittelwerte der beiden Popul ationen nicht unterscheiden.
Die Graphik illustriert den Gedankengang.

Dieses Element (Animation, Video etc.) kann in der PDF version nicht dargestellt werden und ist
nur in der online Version sichtbar. [link]

Der Arbeitshypothese Hg stellen wir die Alternativhypothese H1 gegentiber. Wir wahlen als Beispiel

Hytog = 1y
Diese Alternativhypothese ist ungerichtet weil sie nur Ungleichheit postuliert. Sie ist unspezifisch, weil sie
keine Angabe Uber die Grisse des Unterschieds macht.

Im néchsten Schritt bestimmen Sie die Prifgrosse und die Prifverteilung. Diese sind notwendig, um die
Nullhypothese zu prufen.

4. Prifgrosse und Prifverteilung

DiePrufgrosseist der Verteilungskennwert, der Sie am meisten interessiert, d. h. den sie einem Prufverfahren -
einem Vergleich - unterziehen wollen. Aufgrund unserer Fragestellung ist diesder Mittelwert [ hrer Stichprobe.
Pr ufgr 6sse:

X
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Prifverteilung

Prufverteilung ist die Verteilung der Stichprobenmittelwerte

X
, wenn Hg gliltig ist.
Die Parameter der Prifverteilung heissen

Hx
und

O
X

Vorschlag zur Vertiefung

Aufgrund Threr Kenntnise zum zentralen Grenzwerttheorem und der vorangegangenen Informationen
sind Siein der Lage, die Prifverteilung zu bestimmen, ebenso die Verteilungsparameter

"z
und

L
A

Einzelarbeit: Erstellen Sie eine Skizze der Prifverteilung und bestimmen Sie die Kennwerte
Mz
und

L
A

, bzw. geben Sie die Formel an, wie diese berechnet werden kdnnen.
Gruppenarbeit: Eine Person skizziert die Prufverteilung; eine zweite Person kommentiert, was
gezeichnet und geschrieben wird. Erkléaren Sie, wie

Mz
und
L
X
Zu bestimmen sind.
Die Antwort auf den Vertiefungsvorschlag erhalten Sie auf der nachsten Theorieseite.

Das zentrale Grenzwerttheorem besagt, dass die Mittelwerte von grossen Zufallsstichproben (n>30) mit den
Parametern

Mg

und
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O_
X
naherungsweise normalverteilt sind.
4 =
V ®
i

Unter der Voraussetzung, dass

Ho. f1,= 1

gultig ist, kdnnen Sie die Verteilungsparameter der Prifverteilung bestimmen:

Damit ist die Prufverteilung vollstdndig bestimmt.

5. Einordnung der Prifgrdssein die Prifverteilung

Als néchstes ordnen Sie

A

in die Prifverteilung ein. So kdnnen Sie bestimmen, mit welcher Wahrscheinlichkeit der beobachtete
Mittelwert

X1

zufdllig erreicht oder Uberschritten wird.
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Einordnung der Priifgréisse in die Priifverteilung

Der Mittelwert der Fx) ..

Stich be 1
Stichprobe 1 wird in die e
Verteilung der Stichproben- X, 51, N

mittelwerte eingeocrdnet.

Einordnung von x
in die Prifverteilung

Wahrscheinlichkeit, dass x1 zufallig
erreicht oder Uberschritten wird

=)

Die Wahrscheinlichkeit, dass
X1
zuféllig erreicht oder Uberschritten wird, entspricht der eingezeichneten Fléche.

Zur numerischen Bestimmung dieser Wahrscheinlichkeit verwenden wir die Standardnormalverteilung. Zu
diesem Zweck transformieren Sie

X

in die Standardnormalverteilung. Das genaue Vorgehen wird auf der néchsten Theorieseite erl&utert.

6. Transformation der Prfgr6sse
Ubertretenswahr scheinlichkeit

In diesem Schritt transformieren Sie den Mittelwert

X

in die standardisierte Normalverteilung.

Die entscheidenden Daten sind:
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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

ey

: Populationsmittelwert der Population 0
Mg
: Mittelwert der Verteilung der Stichprobenmittelwerte (Prifverteilung).

L
A

: Standardabweichung der Verteilung der Stichprobenmittelwerte (Prifverteilung).
X1
: Mittelwert der Stichprobe 1.

X

: z-transformierter Stichprobenmittelwert.

Dieses Element (Animation, Video etc.) kann in der PDF version nicht dargestellt werden und ist
nur in der online Version sichtbar. [link]

Die Transformation nehmen Sie anhand dieser Formel vor:
_ X1 A _ X,
x
! O O
DaSiejetzt

X
kennen, kénnen Sie anhand der z-Tabelle die Uberschreitungswahrscheinlichkeit bestimmen, mit der
X1
zuféllig erreicht oder Uberschritten wird.
Soll die einseitige oder die zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit bestimmt werden?
Zur Beantwortung dieser Frage missen Sie sich unsere Fragestellung nochmal s vergegenwartigen: Stammt die
Stichprobe 1 aus einer Population 1, die hinsichtlich des Mittelwertes mit der bekannten Population 0 identisch
ist?
Diese Frage berticksichtigt das V orzeichen eines allfélligen Unterschiedes nicht, somit handelt essich um eine
zweiseitige oder ungerichtete Fragestellung.

Vorschlag zur Vertiefung
o Einzelarbeit: Erstellen Sie eine Skizze von der Standardnormalverteilung, tragen Sie
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X
fur die zweiseitige Fragestellung ein und markieren Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der
X
zufdllig erreicht und Uber- bzw. unterschritten wird. Beschriften Sie die Skizze.
«  Gruppenarbeit: Jedes Gruppenmitglied erstellt eine Skizze von der Standardnormalverteilung, tragt

X
fur die zweiseitige Fragestellung ein und markiert die Wahrscheinlichkeit, mit der
X
erreicht und Uber- bzw. unterschritten wird. Beschriften Sie die Skizze und diskutieren Sie miteinander

die Losungen. Kléren Sie abweichende L ésungsvorschlége.
. DieAntwort auf den Vertiefungsvorschlag erhalten Sie auf der néchsten Theorieseite.

Die Graphik illustriert die zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit fir unsere ungerichtete
Fragestellung. (ungerichtete Alternativhypothese Hq)

flz)

Fy
Iy, { s,

E z

Wahrscheinlichkeit, dass Wahrscheinlichkeit, dass
-Zz, Zufallig erreicht oder Iz, Zufallig erreicht oder
unterschritten wird. dberschritten wird.

Jetzt verfligen Sie Uber alle notwendigen Informationen und kénnen im nachsten Schritt die zweiseitige
Uberschreitungswahrscheinlichkeit der entsprechenden z-Tabelle entnehmen.

Das folgende Beispiel zeigt, wie die zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit bestimmt wird. Wir
nehmen an, dass

Eg = 12,2

sel.
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7. Beurteilung der Ubertretungswahrscheinlichkeit und
| nter pretation

Wir beurteilen die Uberschreitungswahrscheinlichkeit anhand der tiblichen Signifikanzniveaus von 5%, 1%
und 0.1%.

Im Falle unseres Beispiels ist p < 5%, d.h. wir lehnen Hg mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit p < 5% zu
Gunsten von Hq ab. Dies bedeutet, dass mit einer | rrtumswahrscheinlichkeit p < 5% angenommen werden darf,
dassdie Stichpraobe 1 aus einer Population 1 stammt, deren Mittelwert nicht mit dem Mittelwert der bekannten
Population 0 Ubereinstimmt.

Jetzt wissen Sie: Die Intervention, die Sie an den Versuchspersonen der Stichprobe 1 vorgenommen haben,
hat hinsichtlich des Stichprobenmittelwertes etwas veréndert. Die Stichprobe 1 stammt hinsichtlich des
Mittelwertes nicht aus der Population O.

Mit diesem Schritt sind Sie am Ende des Prifverfahrens fir grosse Stichproben.

8. Zusammenfassung

Formulieren Sie eine inhaltliche Frage zur Problemstellung.

Formulieren Sie diese Frage as eine statistisch bearbeitbare Frage.

Bestimmen Sie die Prufgrosse (arithmetischer Mittelwert) und formulieren Sie die Arbeitshypothese.
Bestimmen Sie die Prifverteilung und ihre Parameter unter der Annahme, dass Hg gliltig ist.
Transformieren Sie die Priifgrosse in die Standardnormalverteilung (z-Verteilung).

Entscheiden Sie aufgrund der Uberschreitungswahrscheinlichkeit, ob Sie Hg ablehnen oder nicht
ablehnen kénnen. Je nachdem, ob Sie gerichtet oder ungerichtet prifen, wahlen Sie die Tabelle mit
einseitiger oder zweiseitiger Uberschreitungswahrscheinlichkeit.

7. Interpretieren Sie das Ergebnis.

o v b~ owbdpRE

9. Hinweis zum Prfverfahren fir kleine Stichproben

Im folgenden wollen wir der Frage nachgehen, wie der Mittelwert eines Merkmals, das in einer kleinen
Stichprobe n # 30 erhoben wurde, mit einem bekannten Populationsmittelwert verglichen werden kann. Dabel
setzeich voraus, dass Siedas vorgangig besprochene Prifungsverfahren fiir grosse Stichproben durchgearbeitet
haben. Das Verfahren fir kleine Stichproben unterscheidet sich von diesem nur bezliglich der Prifverteilung.
So kdnnen wir uns etwas kirzer fassen.

10. Inhaltliche und statistisch bear beitbare Fragestellung

Ausgangsage: Sie haben in einer kleine Stichprobe von 25 Personen, wir nennen die Stichprobe 2, ein
Merkmal erhoben. Das Merkmal ist proportionalskaliert. Die Verteilungskennwerte des Merkmals in der
Stichprobe 2,

X g

und
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&2
, sind bekannt. Die Verteilungsparameter des Merkmals in der Population 0O,

i, 1incd 7o

, sind ebenfalls bekannt. Der Mittelwert
X2

ist beispielsweise um 3 Punkte grosser als

i,

Inhaltliche Fragestellung: Ist es méglich, dass die Stichprobe 2 mit dem Mittelwert
A 2
, der um 3 Punkte grdsser ist als der Mittelwert der Population 0, aus der bekannten Population 0 stammt? Das

heisst: Ist die positive Differenz von +3 Punkten zufdlig entstanden?
Statistisch bearbeitbare Fragestellung: Stammt die Stichprobe 2 (n # 30) mit den Kennwerten

X4
und

R

aus einer Population 2, die hinsichtlich des Mittelwertes mit der bekannten Population O identisch ist?

11. Prufgrosse, Arbeitshyptothese und Prifvertellung

Prfgrdsse: Aufgrund der Fragestellung ist der Stichprobenmittelwert
A 2
die Prifgrosse.

Arbeitshypothese Hg :Wir wéhlen die Arbeitshypothese Ho, die postuliert, dass die Stichprobe 2 aus einer
Population 2 stammt, die hinsichtlich des Mittelwertes mit der bekannten Population O tibereinstimmt.

Hy' o = 14
Alternativhypothese H1 :Da wir den positiven Unterschied von +3 Punkten zwischen Stichproben- und

Populationsmittelwert auf Zufalligkeit prifen wollen, wéahlen wir eine gerichtete Alternativhypothese. Diese
postuliert, dass

iy

grosser sei als
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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

i

H,: > py

Prifverteilung: Im Gegensatz zu grossen Stichproben, gilt bel kleinen Stichproben n # 30 das zentrale
Grenzwerttheorem nicht. Wir missen voraussetzen, dass das interessierende Merkmal in der Population
ndherungsweise normalverteilt ist. Nur in diesem Fall ist die Prifverteilung bekannt:

Unter der Annahme, dass Hg gliltig ist, sind die Stichprobenmittelwerte mit df = (n-1) t-verteilt.

Die Parameter der Priifvereilung sind:

He i,

und

oy =/

. Der Freiheitsgrad df = (n-1) bestimmt die Form der t-Verteilung.

12. Transformation der Prifgrdssein dietabelliertet-
Verteillung

Damit Sie die Wahrscheinlichkeit bestimmen kdnnen, mit welcher der Stichprobenmittelwert
X 2
im Rahmen der Prifverteilung zuféllig erreicht oder Gberschritten wird, transformieren Sie
X 2
indiet-Verteilung:
g -t
X
¢ Ox

Die Transformation entspricht der besprochenen z-Transformation. Da die Priifgrosse t-verteilt ist
(Freiheitsgrad df = n-1), benutzen wir aber zur Bestimmung der Uberschreitungswahrscheinlichkeit p die t-
Tabdlle fur die t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad df. Da wir eine gerichtete Fragestellung untersuchen und
der Arbeitshypothese Hg eine gerichtete Alternativhypothese H, gegentiberstellen, suchen wir die einseitige
Uberschreitungswahrscheinlichkeit fiir den t-transformierten Auspragungsgrad der Prifgrosse.

Jetzt konsultieren Sie die t-Tabelle. Beachten Sie dabei den Aufbau der t-Tabelle. (So wird z.B. die Tabelle D
(Hirsig, 2001) fur einseitige Hypothesenpriifung von unten gelesen.)

Zur Veranschaulichung nehmen wir an, dass df = 24 und

ty, =1,38
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sei. Die folgende Darstellung zeigt die Einordnung des Auspragungsgrades der Prifgrosse in die Liste der
Grenzwerte der t-Verteilung mit df = 24.

dfi=24 1,32 ,1,71 2,06 249 2,79 3,08

%0 10%¢ 3% £,2% 1% 0,3% 0,23%

Ihr Ifi = 1,38 kommt vor die 5% Grenze zu liegen,

Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit von

b,

ist grosser als 5%. Sie kdnnen Hg nicht ablehnen. Das bedeutet, dass Sie nicht ausschliessen kénnen, dass Ihre
Stichprobe 2 aus einer Population 2 stammt, die hinsichtlich des Mittelwertes mit der bekannten Population
0 identisch ist. Der positive Unterschied zwischen dem Stichproben- und dem Populationsmittelwert kann
zufdllig entstanden sein. Eine Irrtumswahrscheinlichkeit kann nicht angegeben werden.
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13. Zusammenfassung zum L ernschritt

Grosse Stichproben > 30

Kleine Stichproben # 30

1. Formulieren Sie eine inhadltliche Frage zur
Problemstellung.

Bleibt identisch.

2. Formulieren Sie die Frage so, dass sie statistisch
bearbeitbar ist.

Bleibt identisch.

3. Bestimmen Sie die Priifgrosse und formulieren Sie
die Arbeitshypothese Hp und die Alternativhypothese

Hy.

Bleibt identisch.

4. Bestimmen Sie die Prifverteilung: Unter
der Annahme, dass Hg gulltig ist, sind die
Stichprobenmittelwerte mit den Parametern

Ay

und

JI{

normalverteilt.

Sie mussen voraussetzen, dass das Merkmal in
der Population naherungsweise normalverteilt ist
(das zentrale Grenzwerttheorem gilt nicht). Unter
der Annahme, dass Hgp gultig ist, sind die
Stichprobenmittelwerte mit df= (n-1) und den
Verteillungsparametern

Ay

und

=z

t-verteilt.

5. Transformieren Sie die Prifgrosse in die
Standardnormalverteilung (z-Verteilung).

Transformieren Sie die Priifgrosse in die tabellierte t-
Verteilung.

6. Entscheiden Sie anhand der
Uberschreitungswahrscheinlichkeit, ob Sie Hg
ablehnen oder nicht ablehnen kénnen. Je nachdem,
ob sie gerichtet oder ungerichtet prifen, wahlen
Sie die Tabelle fir einseitige oder zweiseitige
Uberschreitungswahrscheinlichkeiten.  Konsultieren
Siedie z-Tabelle.

Bleibt identisch, ausser: Konsultieren Sie die t-
Tabelle unter Berticksi chtigung des Freiheitsgrades df
=(n-1).

7. Interpretieren Sie das Prifungsergebnis.

Bleibt identisch.

Fallbeispiel (1-2)

Inhaltstiber sicht

o 1. Grosse Stichprobe (n > 30)
« 2. Kleine Stichprobe (n # 30)
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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

1. Grosse Stichprobe

Im Rahmen einer gesamteuropéisch konzipierten Bildungspolitik einigten sich 1998 die Bildungsminister auf
ein einheitliches Statistiklehrprogramm fir Studierende der Sozialwissenschaften. Dieses wurde in Frankreich
von Prof. Cresson entwickelt. In der Folge wurde an alen Universitéten nach dieser Methode gelehrt und
gelernt. Im Rahmen der auch standardisierten Zwischenpriifungen ergaben sich in der Population O der
europaischen Studierenden fur die Verteilung der Prifungsleistungen die folgenden Parameter:

i, =50, gy =10

Drei Jahre spéter, im Jahre 2001, prasentierte in England ein Statistiker ein Lehrprogramm, das mehrheitlich
mit CBL (Computer Based L earning) arbeitet. Seine Studierenden lernten in diesem Jahr nach dieser Methode.
Bei der standardisierten Zwischenprtfung erreichten die 120 Studierenden Priifungsresul tate, die mit folgenden
Stichprobenkennwerten beschrieben werden kénnen:

%, = 60,8 =20

Inhaltliche Frage: Ist ein Unterschied von +/- 10 Punkten zwischen den L eistungsmittelwerten der Population
0 und der Stichprobe 1 gross genug, damit man ihn interpretieren kann?
Statistisch bearbeitbare Fragestellung: Stammt die Stichprobe 1

(n, =120)
mit den Verteilungskennwerten

Z, = 60,5 =20

aus einer Population 1, die hinsichtlich des Mittelwertes mit der Population O (Parameter
g =505 =10

) identisch ist?
Die unsinteressierende Grosseist der Stichprobenmittelwert

£
Prifgr osse:
S

Ausprégungsgrad der Prifgrésse: 60
Arbeitshypothese Hg :

=t
Die Arbeitshypothese H postuliert, dass die Stichprobe 1 (Studierende aus England) aus einer Population 1
stammt, die hinsichtlich des Mittelwerts mit der Population 0 (Gesamtheit der europdischen Studierenden)
identisch ist.

Alternativhypothese Hy :
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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

= th
Aufgrund unserer Fragestellung stellen wir der Alternativhypothese Hg eine ungerichtete, unspezifische

Alternativhypothese H1 gegenliber. Sieist ungerichtet, weil sie nur Ungleichheit postuliert, d.h. dasVorzeichen
des Unterschieds ist ohne Bedeutung. Sie ist unspezifisch, weil sie keine Angabe macht Uber die Grésse des
Unterschieds.

Im néchsten Schritt bestimmen wir die Prifverteilung.

Die Prifverteilung ist die Verteilung der Prifgrésse

X
fur den Fall, dass die Arbeitshypothese Hg gliltig ist. Die Vertellungsparameter der Priifverteilung sind

i

und

Vorschlag zur Vertiefung

« Aufgrund unserer K enntnisse zum zentralen Grenzwerttheorem und der vorangegangenen I nformationen
sind wir in der Lage, die Prifverteilung zu bestimmen, ebenso die V erteilungsparameter

Mg
und

L
X

o  Zur Erinnerung: Das zentrale Grenzwerttheorem besagt, dass die Mittelwerte von Zufallsstichproben
der Grosse n > 30 mit den Parametern

Mz

ey

naherungsweise normalverteilt sind.
o Einzelarbeit: Erstellen Sie eine Skizze der Priifverteilung und bestimmen Sie die Kennwerte

Mz
und

O
X

, bzw. geben Sie die Formel an, wie diese berechnet werden kdnnen.
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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

« Gruppenarbeit: Eine Person skizziert die Prifverteilung; eine zweite Person kommentiert, was
gezeichnet und geschrieben wird. Erkléren Sie, wie

Mz
und

O_
X

zu bestimmen, bzw. zu berechnen sind.

Antwort auf den Vertiefungsvor schlag

Prirfverteilung: Yerteilung van ¥

M=, g =30
"'-ll-.._..-l-r"
Hio

oy 10 _ 10
Oe B 20 1095

Ky = a0
Wenn Hg gultig ist, dann gilt:

Hp =, m =0

. Die Standardabwei chung
O_
X

der Prufverteilung kdnnen wir berechnen:

o=/

Fir unser Beispidl gilt:
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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

_ 0o _ 10 10

-9 _por
Or Ji 20 10,95

a

Einordnung des Stichprobenmittelwertesin die Prifverteilung
Als néchstes ordnen wir den konkreten Auspragungsgrad unserer Prifgrésse

X
in die Prufverteilung ein. Anhand dieser Einordnung kénnen wir bestimmen, mit welcher Wahrscheinlichkeit
p der beobachtete Mittelwert

A1
=60 zufdllig erreicht oder Uberschritten wird.

Prifverteilung: “ereilung von %

L N
S stichprobe 1
Ho

gy 1010
Oe N 20 10.95

Einordnen won X
¥ in die Prifverteilung

Wahrscheinlichkeit p, dazs
%1 erreicht oder Oberzchritten
i,

%

Hy = a0
Zur numerischen Bestimmung der Wahrscheinlichkeit p verwenden wir die Standardnormalverteilung. Wir
transformieren auf der néchsten Seite
A1
in die Standardnormal verteilung.
In diesem Schritt transformieren wir den Mittelwert

X1
unserer Stichprobe 1 in die standardisierte Prifverteilung.
Die entscheidenden Daten sind:
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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

ey

= 50 : Populationsmittelwert der Population 0.
Mg
=50 : Mittelwert der Verteilung der Stichprobenmittelwerte (der Prifverteilung).

L
A

= 0,91 : Standardabweichung der Verteilung der Stichprobenmittelwerte (der Priifverteilung).
X1
= 60 : Mittelwert der Stichprobe 1.
X
= ?: z-transformierter Stichprobenmittelwert.

Frafverteilung:
i) . _
Wahrscheinlichkeit, dazzs
& %y zufdlig erreicht oder
Uberzschritten wird.

Standardisiertes Modell
der Prifverteilundg:

i Transforrmation von x
in das Modell der

Prafverteilung: aus
y,=60wird 2 =7

Wahrscheinlichkeit, dass 25
zufallig erreicht oder
dberschritten wird.

L
Die Transformation nehmen wir anhand folgender Formel vor:

_ X1 A, _ X1 4,
Jr O x

7
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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

60 =50
0,91

=10, %830

Dawir jetzt

X
=10,99 kennen, konnen wir anhand der z-Tabelle die Wahrscheinlichkeit bestimmen, mit der unser Mittelwert
A1
der Stichprobe 1 zufélig erreicht oder Gberschritten wird.
Nun muss entschieden werden, ob die einseitige oder die zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit
bestimmt werden soll. Zu diesem Zweck rufen wir uns die Fragestellung in Erinnerung, sie lautet:
Ist ein Unterschied von +/- 10 Punkten zwischen den Leistungsmittelwerten der Population O und der
Stichprobe 1 gross genug, damit man ihn beziiglich der Unterrichtsmethode interpretieren kann?

Da das Vorzeichen des Unterschieds keine Rolle spielt, sprechen wir von einer ungerichteten Fragestellung.
Aus diesem Grunde haben wir der Arbeitshypothese Hg eine ungerichtete Alternativhypothese

Hymn =gy

gegeniiber gestellt. Gesucht wird damit die zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit der Priifgrosse.

Vorschlag zur Vertiefung
o Einzelarbeit: Erstellen Sie eine Skizze von der Standardnormalverteilung, tragen Sie

X
fr die zweiseitige Fragestellung ein und markieren Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der

X
erreicht und Giber- bzw. unterschritten wird. Beschriften Sie die Skizze.
«  Gruppenarbeit: Jedes Gruppenmitglied erstellt eine Skizze von der Standardnormalverteilung, tragt

X
fr die zweiseitige Fragestellung ein und markiert die Wahrscheinlichkeit, mit der
X

erreicht und Uber- bzw. unterschritten wird. Beschriften Sie die Skizze und diskutieren Sie miteinander
die Losungen. Kléren Sie abweichende L 6sungsvorschlage.

Antwort auf den Vertiefungsvor schlag
Die Graphik illustriert die zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit.
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Vergleich eines Stichprobenmittelwertes mit einem Populationsmittelwert

X1 X, - i &0 =50
S W T o R L
AL o3 0

¥ ¥

fiz)

=-10,39 +Zg, =+1094

/ =
-,
Wahrscheinlichkeit, dass -z~ Wahrscheinlichkeit, dass +Z %,

zufallig erreicht oder ZUfallig erreicht oder
unterschritten wird. dberschritten wird.

Die nachfolgende Graphik zeigt eine einfache z-Tabelle fir zweiseitige Grenzwerte. Der hdchste tabellierte
z-Wert betrégt +/- 3.0. Zwischen z = +3.0 und z = -3.0 liegen 99.7 % aller Félle. Da unser z-Wert mit +/-
10.99 ausserhalb der Grenze liegt, kann die zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit p nur abgeschatzt

werden: p < 1%.
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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

D prorarh e Autell, der maraden-zuadHzlies
Lnser YWert = B z B z B
* Z%,=10,99 g1 [0 R tu %4
ist auf der Tabelle foz |19 fi2 |70 Yy |92
nicht mehr zu fz | &6 Yoz |06 toy |F9
finden. Er ist zu fngq 3L Y14 |9 toq [B4
hoch, by B3 tis |6 tos |8
iuﬁ 52 i]j & iz.ﬁ &1
Tz |56 Tz |l Tar |93
fng |6 tg %28 o |B5
top |63 tio (M3 too |5
i (883 ton |%5 toy W7

Wir beurteilen die ermittelte Uberschreitungswahrscheinlichkeit p < 1% an den iblichen Signifikanzniveaus
von 5%, 1% und 0.1% und kommen zum Schluss, dass die Arbeitshypothese Hgp mit einer
Irrtumswahrscheinlichkeit p < 1% zu Gunsten der Alternativhypothese Hq abgelehnt werden kann.

Formal bedeuetet dies, dass mit der Irrtumswahrscheinlichkeit p < 1% ausgeschlossen werden kann, dass
die Stichprobe 1 aus einer Population 1 stammt, die hinsichtlich des Mittelwertes mit der Population O
Ubereinstimmt.

Inhaltlich bedeutet dies, dass bei der Interpretation eines Unterschiedsin den L eistungsmittelwerten von +/- 10
Punkten der Zufall mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit p < 1% ausgeschlossen werden kann. Der festgestellte
Unterschied darf interpretiert werden.

Wenn in unserem Beispiel dieses Resultat beziiglich der Unterrichtsmethode interpretiert wird, so mag dies
plausibel sein, ein formaler Beweis flr diese Interpretation ist indessen nicht moglich. Unsere statistische
Datenanalye belegt nur, dass bei der Interpretation der Zufall mit einer bekannten Irrtumswahrscheinlichkeit
ausgeschlossen werden kann.

Damit sind wir am Ende des Beispiels fir grosse Stichproben.

2. Kleine Stichprobe

Im folgenden soll der in einer kleinen Stichprobe n # 30 erhobene Mittelwert eines Merkmals mit dem
bekannten Merkmalsmittelwert einer Population verglichen werden. Zu diesem Zweck wird das fir grosse
Stichproben besprochene Beispiel modifiziert.

Bekannt ist wiederum der Mittelwert
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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

i

der Priifungsleistungen in der Population der européi schen Studierenden der Sozialwissenschaften. Einekleine
Stichprobe 2 (n = 25) von Studierenden aus England, die mit einer neuen Unterrichtsmethode unterrichtet
wurde, absolvierte die standardisierte Priifung. Dabei ergab sich eine Verteilung der Prifungsleistungen, die
mit den Kennwerten

, =60
und
g, = 20

beschrieben werden kann.

Inhaltliche Fragestellung: Ist der Unterschied von +10 Punkten im Leistungsmittelwert so gross, dass er
interpretiert werden darf oder kann dieser positive Unterschied auch zuféllig entstanden sein?

Achtung: Wir fragen nach der Zuféligkeit des positiven Unterschieds. Wir stellen hier also eine gerichtete
Frage.

Statistisch bearbeitbare Fragestellung: Stammt Stichprobe 2 aus einer Population 2, die hinsichtlich des
Mittelwertes mit der Population O identisch ist?

Prufgr6sse: Aufgrund unserer Fragestellung ist der Stichprobenmittelwert

A 2
die Prufgrosse.
Arbeitshypothese Hg :

Hy T i

. Die Arbeitshypothese postuliert, dass die Studierenden der Stichprobe 2 aus England aus einer Population
2 stammen, die hinsichtlich des Leistungsmittelwertes mit der Population O der européischen Studierenden
identisch ist.

Alternativhypothese Hy :

2 iy

. Unserer inhaltlichen Fragestellung entsprechend formulieren wir die Alternativhypothese Hq gerichtet. Sie
postuliert, dass die Stichprobe 2 aus einer Population 2 stammt, deren Leistungsmittelwert grosser ist als
derjenige in Population 0. Da wir Uber die Grdsse des Unterschieds keine Angabe machen, sprechen wir von
einer unspezifischen Alternativhypothese.

Prifverteilung: Bei kleinen Stichproben (n # 30) gilt das zentrale Grenzwerttheorem nicht. Wir kénnen
folglich nicht annehmen, dass die Stichprobenmittelwerte normalverteilt sind.

Bei kleinen Stichproben miissen wir voraussetzen, dass das interessierende Merkmal (die Leistungen in
der Statistikpriifung) in den Populationen naherungsweise normalverteilt ist. Ist dies der Fall und unter der
Annahme, dass Hg gliltig ist, sind die Stichprobenmittelwerte mit dem Freiheitsgrad df = n-1 t-verteilt.

Die Parameter der Prifverteilung bestimmen wir wie folgt:

He i,
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Vergleich eines Stichprobenmittelwer tes mit einem Populationsmittelwert

=50und
.= G-%."rz in unserem Fall .= I%E —
df=n-1=24

Um die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, mit welcher der Stichprobenmittelwert

A 2
zuféllig erreicht oder Uberschritten wird, transformieren wir
A 2
in diet-Verteilung. Zur Erinnerung:
Prifgrosse:
X, = 6l
Parameter der Prifverteilung:
g =50 g =2
Transformation von
X a2

x

2 (T r 2

Der t-Tabelle kann nun unter dem Freiheitsgrad von df = (n - 1) abgeschétzt werden, mit welchger
Wahrscheinlichkeit p der Auspragungsgrad von

b,

zufdllig erreicht oder Uberschritten wird.

Soll die einseitige oder zweiseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit bestimmt werden? Da wir eine
einseitige Fragestel lung untersuchen und dementsprechend auch eine gerichtete Alternativhypotheseformuliert
haben, ist fiir uns die einseitige Uberschreitungswahrscheinlichkeit relevant.

Der folgende Ausschnitt aus einer einfachsten t-Tabelle zeigt die Grenzwerte fir eine t-Verteilung mit den
Freiheitsgraden df = 24.
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dfi=24 1,32 1,71 2,06 2,49 2,79 3,08

0% 10% 5% 2,5% 1% 0,5% 0,25%

|
Unser Iz, = 5 kommt weit hinter die 1% Grenze zu liegen.

Dader Auspragungsgrad von

ty, =

tiber dem grossten Tabellenwert mit einer Uberschreitungswahrscheinlichkeit von 0.25% liegt, begniigen wir
uns mit einer Abschétzung der Uberschreitungswahrscheinlichkeit p: p < 1%.

Wir beurteilen die ermittelte Uberschreitungswahrscheinlichkeit p an den tiblichen Signifikanzniveaus von 5%,
1% und 0.1%. In unserem Fall ist p < 1%, d.h. HO

(8 = t4)

kann mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit kleiner 1% zu Gunsten der Alternativhypothese H1

(£ 7 th)

abgelehnt werden.
Formal bedeutet dies, dass mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit p < 1% angenommen werden kann, dass die
Stichprobe 2 aus einer Population 2 stammt, deren Mittelwert mue2.gif grosser ist als der Mittelwert

1

der Population O.
Damit steht mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit p < 1% fest, dass die positive Differenz von +10 Punkten
zwischen x2_quer.gif und

1

so gross ist, dass bei der Interpretation der Differenz der Zufall ausgeschlossen werden kann.

Auf was die positive Differenz zurlickzufiihren ist, kann mit statistischen Hilfsmitteln nicht entschieden
werden. Wenn wir in unserem Beispiel die besseren Leistungen der Stichprobe 2 (englische Studierende) mit
der neuen Lehrmethode erklaren, so ist dies wohl plausibel aber formal nicht belegbar.

Lernkontrolle

Ausgangslage/Problemstellung:
Ein durchschnittlich trainierter Jogger/Joggerin braucht 2,5h nach dem Mittagessen fir 1km Strecke 5 Minuten.
Diese Leistung gilt als Standardwert. Die Populationsstandardabwei chung betrégt 0,5 Minuten.
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Nach einer letzten Seminarveranstaltung vor den Sommerferien verabreden sich die 36 Studierenden zu einem
Mittagessen. Als"kronenden Abschluss' beschliessen sie, gleich nach dem Mittagessen eine Joggingrunde von
einem Kilometer zu bewdltigen. Wahrend des Umkleidens findet Leo, er mdchte - angesichts des Ubermassig
gefillten Magens - die ganze Unternehmung nur mental durchstehen. Er verspricht den anderen, durch
seine Joggingabstinenz einen Beitrag zur Grundlagenforschung zu leisten. Er wertet die Joggingleistung
der anderen statistisch aus. Die Joggenden brauchen fur einen Kilometer durchschnittlich 7 Minuten. Die
Standardabweichung betragt 0,75 Minuten.

Auftrag
Prifen Sie die Aussage des Titels (plenus venter non joggt libenter) mit statistischen Mitteln.
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L 6sung des Ubungsbeispiels

L eitfaden zum Mittelwertvergleich

L dsung von " plenus venter non joggt libenter™

1. Formulieren Sie eine inhdtliche Frage zur
Problemstellung.

Brauchen die Studierenden nach dem Mittagessen
durchschnittlich  tatséchlich  langer, um ene
Joggingstrecke von einem Kilometer zu bewéltigen,
oder kann der Unterschied von zwei Minuten zuféllig
entstanden sein?

2. Formulieren Sie eine statistisch bearbeitbare Frage.

Stammen die Studierenden, die gerade das
Mittagessen verspiesen haben, aus einer Population,
die hinsichtlich der mittleren Joggingzeit identischist
mit der Population der Joggerinnen und Jogger, die
das Mittagessen bereits verdaut haben?

3. Bestimmen Sie die Priifgrésse und formulieren Sie
die Arbeitshypothese Hg und die Alternativhypothese
Hy.

Prifgrosse:

X, = /tin

Arbeitshypothese Hg:

H Ty

Alternativhypothese H1:

2

Aufgrund der gerichteten

formulieren wir eine gerichtete,
Alternativhypothese.

Fragestellung
unspezifische

4. Bestimmen Sie die Priifverteilung.

Unter der Annahme, dass Hg gultig ist, sind

Stichprobenmittelwerte von Zufallsstichproben der
Grosse n > 30 mit den Parametern

Kz = Hao

und
o =T/ =03/ ns3
X '\.IIIE 5

normalverteilt.

5. Transformieren Sie die Prifgrosse in die
Standardnormalverteilung (z-Verteilung).

Leo transformiert den Stichprobenmittelwert in die
standardisierte Normalverteilung (z-Verteilung).

ablehnen oder nicht ablehnen kénnen.

% - T=5 2
7, == f= - = 24,09
Ty 0,083 0,083
6. Entscheiden Sie aufgrund der | Wir prifen eine gerichtete Fragestellung. Der
Uberschreitungswahrscheinlichkeit, ob  Sie  Hg| Auspragungsgrad von

zq = 24,09 _
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ist in unserer einfachen Tabelle nicht zu finden, die
Uberschreitungswahrscheinlichkeit p ist aber sicher
kleiner als 0,1%. Die Arbeitshypothese HO wird mit
einer Irrtumswahrscheinlichkeit p < 0.1% zu Gunsten
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